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論文内容要旨
 本論文では,N次元ユークリッド空間(N≧2)における次の形の半線型楕円型偏微分方程式
 の有限個または可算無限個の孤立特異点をもつ正値解の存在について論じる:
 (1)一△z汁∫(%)=0
 ここで,Zfは未知函数,△はラプラス作用素,∫は区間[0,00)上定義された実数値(局所リ
 プシッッ)連続函数で∫(0)コ0をみたすものとする。有限個の特異点をもつ解を考えるときは,
 κは無限遠で0に近付くことを要請する。一方,無限個の特異点をもつ解を考えるときは,空間
 全体に一様に特異点が分布するような状況を考えるため,無限遠での条件は要請しない。
 このような問題が研究されるようになったのは,まず
 (2)∫(z∫)=㍑P,汐〉1
 の場合で,これはN二3,ヵ=3/2のときトーマスーフェルミ理論に現れる。3次元空間内のいく
 つかの点婦こ正の点電荷箱を固定する。この空間内の電子の系においてその密度をρとしたと
 き,2`=ρ2∫3のみたす方程式は(超函数の意味で)
 (3)一△z4十∫(2∫)=Σ碕δ碕
 となる。ここで奄は点ρに台をもつデルタ函数である。この問題は,数学的には1970年代後半
 に,リープ,サイモン,ブレジス等によって研究されるようになった。
 この流れの中で,(2)の非線型項に対してヴェロン(1981)は(それ以前の結果と合わせて〉
 (1)の解の正の孤立特異点の分類を行った。すなわち,原点を孤立特異点にもつ(その近傍で定
 義された)(1)の正値解について,次が成り立つ二
 (i)N≧3,ρ≧N/(N-2)のとき,特異点は除去可能である。
 (ii)N≧2,1<ヵくN/(N-2)のとき,特異点は除去可能であるか,または次のいずれかが成り
 立つ:
 (4)冴(∬)～2P,N図一2ノ〔P-1),
 (5)z∫(κ)～κE(κ).
 但し,2p,N,はρとNのみで定まる正定数,κは(z∫に依存して任意にとり得る)正定数,
 Eは一△の基本解である。このとき(4)の形の特異点を`強い特異点',(5)のものを`弱い特異点'と
 呼ぶ。更に,弱い特異点については(3)のような(超函数の意味での)方程式が成り立つ。
 本論文では上の意味での弱い特異点のみを扱うが,以下これを単に`特異点'と呼び,(5)におけ
 る係数κを`特異点の強度'と呼ぶことにする。ここでは(2)の場合は扱わず,特に次の場合に興味
 がある:
(6)∫(z6)=1-8-u.
 この場合,方程式(1)は2次元の非相対論的チャーンーサイモンズゲージ理論に登場する。平面
 上で一様な外磁場の存在する電子の系において,その密度をρとする。このとき,ある特別な
 ポテンシャルをとれば,定常状態においてzF-10gρのみたす方程式が(1)となる。このρの零
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 点は渦に対応し,その零点の位数は偶数である。従って㍑の特異点(これはρの零点)の増大
 度はEの定数倍であり,更に(3)のような方程式をみたす。
 この方程式に対して,トーブズ(1980)は上のような特異点を有限個もつ解る変分法を用い
 て構成し,更に一意性とρに関する解析性等を示した。もっと一般に,非線型項∫が0∈∫(0)
 をみたす極大単調グラフのとき,N次元ユークリッド空間上の任意の有界なラドン測度レを与
 え,方程式(3)の石辺をレで置き換えた方程式を考える。この方程式の解の存在に対して,ベニ
 ランーブレジス及びヴァスケス(1983)はσに対する)一つの必要十分条件を与えている。こ
 こでは,レを可積分函数ととったときのベニランーブレジスークランドール(1975)の結果を基
 にして,軟化子を用いて解を構成している。
 本論文では,非線型項∫の単調性を仮定せずに解の存在について論じる。例えば次のような
 問題において,単調でない非線型項を伴う方程式(3)が現れる二
 (A〉2次元の相対論的チャーンーサイモンズゲージ理論において,非線型項∫は正であるが遠
 方で0に近付くもの。
 (B)ある化学反応系の反応成立の問題において,非線型項∫としては,原点の近くで正である
 が遠方では負の定数に近付くもの。
 (B)において,特異点の強度はある化学物質の初期時刻での量に対応している。
 直観的には,これが小さいときには反応そのものが起こらず,初期状態が保たれる。このこと
 は(3)の解(定常解)が存在することに対応していると考えられる。これに関してゲルファント
 (1963)は,N=1で特異点が1個の場合,(B)に相当する問題の解の存在が特異点の強度に依存
 することを示した。
 以下,本論文では(6)及び(A),(B)の非線型項を含むように,ノ'に対してその導函数が上に有界で
 あると仮定する。(非線型項(2)はこの仮定をみたさない。)この仮定の下で,(6),(A)のように∫が
 非負のとき(N=2の場合はもう少し仮定を要するが),任意有限個の任意の強度の特異点をも
 つ解が存在する(定理!,1')。一方,(B)のように∫の符号が変わるとき,もっと正確に言うと,
 ∫が原点の近くでは正で遠方では負となるとき,解(正値解)の存在は特異点の強度に依存する
 ようになる。ここで,∫の遠方での増大度に関して
 (7)∫(2`)=0(麗P),ヵ<N/(N-2)
 を仮定する。このとき,任意有限個の特異点をもつ解は,各特異点の強度が十分小さければ存
 在する(定理3)。これに対し,更に∫が遠方で負であって少なくとも1次の増大度で発散する
 とすると,特異点が1個の場合,その強度が十分大きい正値解は存在しない(定理4)。(ここ
 で(B)の∫は定理3の仮定をみたすが,定理4の仮定はみたしていない。)このように非線型項の
 (特に遠方での)挙動によって,解の存在の様子が異なっている。
 次に非線型項(6)を含む仮定の下で,無限個の特異点をもつ解を構成することを考える。ここ
 では特異点の分布に関しては,相異なる二つの特異点の間の距離が一定以上であることのみを
 仮定し,いかなる対称性も仮定しない。また各特異点の強度は一定以下であるとする。従って
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 このとき,方程式(3)の右辺の測度は有界とは限らない。この仮定の下で一つの制約条件を課す
 と,このような無限個の特異点をもつ解を構成できる(定理2)。
 解の存在の証明については単調逐次近似法を用いる。すなわち,方程式(3)の優解,劣解と呼
 ばれるもので,その間に大小関係が成立するものが存在するときに,この優解と劣解の間に一
 つの解を構成できるというものである。有限個の特異点をもつ解を考えるとき,非線型項の導
 函数が上に有界であること(その上界の一つをμ2>0とする)及び仮定(7)の下で,この方法が適
 用できる。作用素一△+μ2の基本解をEμとしてh(エ)二Σ角Eμ(エ一喝)とすれば,hは方
 程式(3)の劣解であって,任意の優解よりも小さいことが分かる。また,特異点が1個の場合,
 優解が球対称でなくても,この方法で得られる解は球対称となる。更に,∫より小さいある非線
 型項に対してこの方程式が解をもてば,それは非線型項∫に対する方程式の優解となる。
 このような見地から,定理1,1',3の証明のためには優解を一つ構成すれぱよいが,更に
 これは特別な形の非線型項をとった場合に帰着される。優解の構成は,定理1,1'に対しては
 比較的容易であるが,定理3に対しては多少の初等的計算を要する。また定理4の証明のため
 には,区分的に1次函数であるような非線型項のとこの議論を行う。特異点が1個のとき,こ
 の場合の球対称解はベッセル函数等を用いて表すことができ,特異点の強度が大きいときには
 求める解が存在しないことが分かる。定理4の仮定をみたす一般の非線型項∫に対しては,上
 の形の非線型項で∫より大きいものがとれるから,十分大きな強度の特異点をもつ解が存在す
 れば(それは上の形の非線型項の場合の優解となり)矛盾を生じることになる。
 最後に定理2の証明については(特異点に番号を付けておき),m番目までの特異点をもつ解
 を臨としてその極限をとることを考える。そのためにはmに無関係なある種の上界が必要で
 ある。ここでは,非線型項∫より小さい単調増加函数が存在することに注意して,基本解Eμ
 の何回かの畳み込みを用いてこの上界を構成する。この部分が,本論文において最も工夫を要
 する部分である。
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(
r 論文審査の結果の要旨
 本論文は非線型楕円型偏微分方程式の孤立特異点を持つ解に関する研究である。数理物理な
 どに現われる非線型楕円型方程式の特異点を持つ解についての研究は1970年代後半から活発に
 行われてきたが,なかでも指定された特異性を持つ解の構成の問題は現在の中心的研究課題の
 ひとつである。増大度が未知函数の高々一次のオーダーであるような非線型項をもつ二階半線
 型楕円型方程式に対しては,等方的孤立特異点はラプラス作用素の基本解の定数倍と同等な特
 異性をもつことが知られている。ラプラス作用素の基本解の何倍であるかを示す係数を特異点
 の強度と呼ぶことにすれば,本論文で考察されている問題は,特異点の位置とそこにおける特
 異点の強度を指定してそれを実現する正値解を求めることと定式化される。
 この問題に対して本論文は次のような興味深い解答を与えている。まず,非線型項が非負で
 ある場合には,任意に指定された有限個の点において任意の強度の特異性を持つ解で無限遠に
 おいて0となるものを構成できることを示した。これは,トーブス,ベニラン,ブレジス,ヴァ
 スケスらによって得られていた結果を非線型項が単調増加とは限らない場合に拡張したものと
 いえる。更に,この結果を利用して無限個の特異点を持つ解の存在を証明した。即ち,特異点
 の位置に関しては相異なる二点間の距離が一定値以上であることだけを要請し,各点の強度に
 ついてはそれが二点問の距離の下限から定まるある値以下であるとする。このとき,指定され
 た無限個の点を特異点とする解が存在する。また,非線型項が符号を変える場合には,特異性
 を持つ解の存在・不存在は特異点の強度の大小に依存することを示した。
 有限個の特異点を持つ解は単調逐次近似法によって構成する。特異点が無限個ある場合には,
 有限個の特異点を持つ近似解を構成し,その極限として解を求める。極限の存在を保証するた
 めに近似解が特異点を除いた各コンパクト集合上一様に有界であることを示す必要があるが,
 著者はある楕円型作用素の基本解を何回か畳み込んで得られる函数が一つの上界を与えること
 を発見し,収束性の証明に成功した。
 以上のように本論文は無限個の特異点を持つ解の構成という興味深い結果を含み,楕円型偏
 微分方程式の研究に重要な寄与をなしたものであり,博士(理学)の学位論文として合格と認
 める。
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